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Аннотация: В статье представлены результаты расчетов напряженно-деформированного 
состояния пластины Софи Жермен-Лагранжа, полученные с помощью приближенных 
методов решения дифференциальных уравнений: метода Бубнова-Галеркина, метода 
конечных разностей и метода дифференциальных квадратур. Показано, что метод 
дифференциальных квадратур с использование сетки Чебышева является эффективным 
методом решения задач на изгиб тонких прямоугольных пластин и позволяет получать 
результаты высокой точности при использовании ограниченного количества узлов. 
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В настоящее время решение множества актуальных задач прикладной 

инженерии сводится к поиску решения дифференциальных уравнений (ДУ), 

которые помимо самой неизвестной функции содержат также и её 

производные. Найти в общем виде точное решение ДУ возможно только для 

узкого класса задач, в остальных случаях следует прибегать к приближенным 

методам решения. 

Традиционно приближённые методы разделяют на аналитические и 

численные. Первые, обычно, предполагают разложение искомого решения в 

ряд по системе известных функций, удовлетворяющих краевым и/или 

начальным условиям. Приближённое решение в таком случае представляет 

собой конечную сумму такого ряда. Например, к таким методам относится 

метод Бубнова-Галёркина (МБ-Г) [1, 2]. Второй класс методов предполагает 

дискретизацию области, на которой задано ДУ, т.е. производится поиск 

решения не в виде функции, а в виде набора её значений в конкретных 

точках. В таком случае необходимо заменить непрерывные производные, 

участвующие в ДУ, их дискретным аналогом. В зависимости от того, как он 
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строится, различаются и методы. К данным методам относятся: метод 

граничных условий (МГУ) и метод конечных разностей (МКР) [3]. Также 

дополнительно можно выделить полуаналитические методы, к которым, 

например, относят метод конечных элементов (МКЭ) [4, 5]. 

Одним из относительно новых численных методов решения ДУ 

является метод дифференциальных квадратур (МДК), впервые 

предложенный Р. Беллманом в начале 1970-х годов [6, 7] и продолжающий 

активно развиваться в настоящее время [8, 9].  

Особый интерес этот метод представляет в исследованиях, связанных с 

напряжённо-деформированным состоянием (НДС) строительных 

конструкций, где важна высокая точность получаемых результатов при 

небольших вычислительных затратах. Одним из примеров такой задачи 

является изгиб тонких прямоугольных пластин. Тонкостенные пластины 

широко применяются в строительстве, авиации, машиностроении и других 

отраслях, что делает задачу по отысканию решения на изгиб актуальной в 

настоящее время. Дифференциальное уравнение, описывающее изгиб 

пластины в модели Софи Жермен-Лагранжа, является ДУ 4-го порядка [10]. 

Данное уравнение не имеет точного решения, поэтому для исследования 

НДС пластины необходимо использовать приближённые методы. 

К категории пластин относятся конструктивные элементы, у которых 

толщина (h) в разы меньше двух других размеров (a, b), имеющих один 

порядок. 

Срединная поверхность пластины – это воображаемая плоскость, 

которая делит пластину по толщине на две равные части. Контуром 

называется линия пересечения срединной поверхности с боковой 

поверхностью. По контуру пластина имеет закрепление, влияющее на 

распределение напряжений в пластине и характер её прогиба. 
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Теория пластин Софи Жермен-Лагранжа опирается на гипотезы 

Кирхгофа [10]. Данные гипотезы позволяют упростить модель пластины, 

превращая её в двумерную математическую модель идеально упругого тела. 

Эта теория позволяет определять напряжения и деформации в тонких 

пластинах при малых изгибах под воздействием нагрузки. 

Таким образом математическая модель деформации пластины сводится 

к зависимости деформации только от прогиба w(x,y); перемещения вдоль 

осей x и y (u и v соответственно) выражаются через прогиб w, что в свою 

очередь дает возможность определить линейные и угловые перемещения, 

использующиеся при построении уравнений равновесия и расчетах 

напряженно-деформированного состояния пластины. Функция прогиба 

пластины w(x,y) должна удовлетворять условиям опирания пластины на 

краях (по контуру), то есть граничным условиям. В случае зещемленных 

краев пластины должны быть равны нулю прогиб и углы наклона 

касательной к изогнутой срединной поверхности; при шарнирном опирании 

допускается свободный поворот опертого края в перпендикулярном к нему 

направлении и не допускается прогиб. 

Дифференциальное уравнение, описывающее изгиб пластины, 

получается при подстановке формул напряжений в уравнение равновесия и 

выглядит следующим образом: 

 

где  – жесткость пластины;  – нагрузка;  – модуль 

Юнга, толщина, коэффициент Пуассона пластины. 

Для получения полуанатитического решения представленного ДУ 

может быть применен метод Бубнова-Галеркина. Принцип этого метода для 

случая плоской пластины заключается в том, что функция прогибов 



Инженерный вестник Дона, №12 (2025) 
ivdon.ru/ru/magazine/archive/n12y2025/10591 
 

 

 

© Электронный научный журнал «Инженерный вестник Дона», 2007–2025 

заменяется её приближённым выражением в виде двойного ряда по 

выбранным базисным функциям. При этом базисные функции заранее 

подбираются таким образом, чтобы удовлетворять граничным условиям на 

краях пластины [11].  

В случае решения ДУ методом конечных разностей (МКР) на область 

рассматриваемого тела наносится сетка линий, точки пересечения которых 

называются узлами. Производные в дифференциальных уравнениях 

аппроксимируются приближенными алгебраическими формулами [6]. Эти 

формулы называются конечно-разностными и неизвестными в них являются 

значения функций в узлах. Замена производных в дифференциальном 

уравнении конечно-разностными формулами приводит к системе линейных 

алгебраических уравнений. 

Граничные условия, содержащие производные, с помощью конечно-

разностных формул также заменяются алгебраическими уравнениями. 

Решение системы линейных алгебраических уравнений позволяет найти 

распределение напряжений в теле и изменения его размеров и формы. 

Точность вычисления прогиба зависит от числа делений балки на равные 

части. 

Метод дифференциальных квадратур (МДК) является численным 

методом, который использует взвешенные суммы значений функции в 

дискретных точках для аппроксимации производных [12]. В отличие от 

метода конечных разностей, который использует локальные аппроксимации 

производных через соседние узлы, МДК использует глобальную 

аппроксимацию: производные выражаются через взвешенные суммы 

значений функции во всех узлах расчетной области. Это позволяет достичь 

более высокую точность при относительно небольшом числе точек. 
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Согласно МДК, производная n-го порядка функции f(x) в точке xᵢ 

аппроксимируется взвешенной линейной суммой значений этой функции во 

всех точках дискретной области: 

 

где  – весовые коэффициенты, которые зависят от выбора узловых точек 

и порядка производной; N – число узлов сетки в расчетной области; f(xᵢ) – 

значение функции в узловой точке xᵢ. 

Весовые коэффициенты зависят от расположения узлов и могут быть 

определены различными способами, например, с помощью 

интерполяционных многочленов. В этом случае весовые коэффициенты для 

узлов можно получить как производные базисных функций 

интерполяционного многочлена Лагранжа: 

 

Таким образом для решения дифференциального уравнения изгиба 

пластины методом дифференциальных квадратур необходимо 

дискретизировать область решения, аппроксимировать производные 

взвешенными суммами значений функции в узловых точках, 

аппроксимировать граничные условия и решить полученную систему 

алгебраических уравнений. 

Область решения ДУ дискретизируется N точками, при этом выбор 

этих узловых точек оказывает существенное влияние на точность 

получаемого решения. Обычно при численном решении ДУ используют 

равномерную сетку. Однако, в случае МДК рекомендуется использовать 

нерегулярную сетку (например, Чебышёва), сгущенную к краям области 

пластины. Это связано с возможной осцилляцией решения на краях 
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рассматриваемой области. Узлы Чебышёва широко при меняются в 

численных методах [12, 13], в том числе в МДК, благодаря своей 

способности существенно снижать погрешность интерполяции и делать 

вычисление более устойчивым. 

В рамках проведенного исследования были составлены расчетные 

программы для решения задачи изгиба пластины методами Бубнова-

Галёркина, МКЭ и МДК в системе компьютерной алгебры Maple и в среде 

PyCharm на языке программирования Python. 

Далее приведены результаты расчета для плиты, закрепленной 

шарнирно по контуру, со следующими параметрами: длина пластины вдоль 

оси Ox a = 6 м; длина пластины вдоль оси Oy b = 3 м; толщина пластины 

h = 0.12 м; коэффициент Пуассона µ = 0.2; модуль Юнга E = 34.5·109 Па; 

равномерно распределенная нагрузка q = 8·103 Па. Для моделирования 

шарнирного опирания пластины были выбраны координатные функции вида: 

 
Для метода Бубнова-Галёркина использовано приближение, равное 5. 

Для методов конечных разностей (МКР) и метода дифференциальных 

квадратур (МДК) использовалось несколько вариантов сетки: 6×4, 12×8, 

30×20, для МДК рассматривались равномерные сетки (р/м с.) и сетки 

Чебышева (с. Чеб-ва). В таблице 1 представлены полученные результаты: 

w(x, y) – прогиб в центре пластины, мм; Mx, My – изгибающие моменты вдоль 

осей x и y, Н∙м/м; Mxy – крутящий момент, Н∙м/м; Qx, Qy – поперечные силы, 

Н∙м/м; σx, σy, τxy – нормальные и касательное напряжения, Па. 
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Метод Бубнова-Галёркина выступает в качестве эталонного решения, 

т. к. данный метод является полуаналитическим, и его результат можно 

считать наиболее точным для данной задачи. Заметно, что результаты метода 

конечных разностей приближаются к эталонному значению, однако метод 

дифференциальных квадратур делает это быстрее. В свою очередь МДК с 

равномерной сеткой на грубой сетке дает ошибочные значения. 

Использование сетки Чебышёва повышает точность метода: относительная 

погрешность составила 0.04%, в то время как у МКР это значение составило 

0.10%. 

Аналогичные результаты были получены при разных параметрах 

пластин и применяемых видов закреплений. Таким образом можно сделать 

следующие выводы: 

 1. Метод Бубнова-Галёркина является надежным источником 

результатов, которые можно использовать в качестве эталонных для оценки 

точности численных методов. 

 2. Метод конечных разностей является простым и быстрым методом 

расчета. Он уступает методу дифференциальных квадратур в скорости, с 

которой стремится к эталонному значению, однако его главное 

преимущество – низкая вычислительная стоимость, которая может сыграть 

решающую роль при выборе метода решения сложных инженерных задач. 

 3. Метод дифференциальных квадратур является наиболее точным из 

рассмотренных методов. Он сходится быстрее чем МКР на небольших по 

числу узлов сетках, а модификация с использованием сеток Чебышёва 

позволяет проводить расчет и при густых сетках. 

Таким образом метод дифференциальных квадратур на сетке Чебышёва 

является эффективным методом решения задач на изгиб тонких 

прямоугольных пластин и позволяет получать результаты высокой точности 

при использовании ограниченного числа узлов. 
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